Algoritmer og Datastrukturer 2

Del-og-kombiner
[CLRS, kapitel 2.3.1-2.3.2, 4.1-4.3, 28.2, problem 30.1.c]
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Del-og-Kombiner

Algoritme design teknik — virker for
mange problemer (man langt fra alle):

e Opdel et problem P I mindre problemer
P.....P,, der kan lgses uafhaengigt (sma
problemer lgses direkte)

* Lgs delproblemerne P,,...P, rekursivt

 Kombiner lgsningerne for P,,..,P, til en
lgsning for P



Eksempel: Merge-Sort

MERGE-SORT(A, p, 1) @TO mindre

delproblemer

if p <r
theng < |(p +1)/2] L/
@Lﬂs _> MERGE-SORX(A, p, q

rekursivt. —s MERGE-SORT(A, g + 1,7
/,MERGE(A, p.q.7)

Kombiner



MERGE(A, p,q,r)
n<q—p+1
Hy <—F —q
create arrays L[1..n; + 1] and R[1..ny + 1]
fori < 1ton

do L[i] « Alp +i — 1]
for j < 1ton,

do R[j] < Alg + j]
Liny+1] < o0
Rln, + 1] <« o©
10 i <1
11 j <1
12 fork <« ptor |
13 doif L[i] < R[]]
14 then Alk] < LIi]
15 I «—1+1
16 - else A[k] < R[j]
17 | J<«—j+1
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Merge-Sort : Analyse

Rekursionstreeet
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Observation
Samlet arbejde per lag er O(n)

Arbejde
O(n - # lag) = O(n - log, n)



Del-og-kombiner, dADS 1 eksempler:

« MergeSort
— Del op i to lige store dele
— Rekursiv sortering
— Kombiner = fletning

 QuickSort
— Opdel efter tilfeeldigt pivot (tilfaeldig opdeling)
— Rekursive sortering
— Kombiner = ingen (konkatener venstre og hgjre)

 QuickSelect
— Opdel efter tilfeeldigt pivot (tilfaeldig opdeling)
— Rekursiv select
— Kombiner = ingen



Analyse af Del-og-Kombiner
= analyse af en rekursiv procedure

Essentielt to forskellige mader:

1. Argumenter direkte om rekursionstraeet
(analyser dybde, #knuder pa hvert niveau,
arbejde | knuderne/niveauerne/traeet)

2. Las en matematisk rekursionsligning, f.eks.

T(n)<a hvis n<c
T(n)<2-T(n/2) +an ellers

Bevises f.eks. vha. induktion.



Lasning af rekursionsligninger

* Fold rekursionsligningenud og -~~~

argumenter om rekursionstraeet

e Geet en lgsning og vis den ved induktion
efter voksende n

T(n)<a hvis n<c
T(n)<2-T(n/2) +an ellers




Rekursionsligninger: Faldgrubber

 Ulige opdelinger glemmes (n ulige, sa er
de rekursive kald typisk n/2; og 'n/2")

« Analyserer typiske kun for n=2k

e Brug aldrig O-udtryk | rekursmnsformlen —
brug konstanter




Master Theorem
(Simplificering af [CLRS, Theorem 4.1])

Theorem

Hvis a, b, ¢, d, p er konstanter som opfylder a,c,p > 0,d > 1, og b > 1, sa har
rekursionsligningen

T(n):{c hvis n<d
a-T(n/b)+c-n? hvis n>d
falgende lgsning
O(nP) hvis a < bP
O(nPlogn) hvis a=10
O(n'°8)  hvis a > bP



Matrix Multiplication
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Cij = Zy—1.m ik Dy

Nalve implementation: tid O(npm)




(Kvadratisk) Matrix Multiplikation

(x1)=(¢5)(cn)

 AB....K,L er n2 x n/2-matricer

I'' = AE+BG » 1,J,K,L kan beregnes med 8

J = AF+BH rekursive multiplication pa n/2 x
K = CE4+DG n/2-matricer + 4 matrix additioner
L = CF+DH * T(n) <8&T(n/2) +cn? for n>2

T(n)<c for n=1

* T(n)=0(n%)




Strassen’s Matrix Multiplikation

¢ o)l

(A+D)(E+H)+ (B—D)(G+H)+D(G—E)—(A+B)H
AE+DE+AH + DH +BG — DG + BH — DH + DG — DE — AH — BH
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S5+ 8¢+ 5S4 — .57

AE + BG.

S1+ 85
A(F—H)+(A+B)H
AF —AH +AH + BH
AF + BH.

S3+ .54
(C+D)E+D(G—E)
CE+DE+ DG —DE
CE + DG.

S1—87—83+ 55
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A(F —H)
(A+B)H
(C+D)E
D(G—-E)
(A+D)(E+H)
(B—D)(G+H)
(A-C)(E+F)

A(F-H)-(A-C)(E4+F)—(C+D)E+(A+D)(E+H)
AF —AH —AE+CE —AF +CF —CE —-DE+AE+DE+AH + DH

CF + DH.



Strassen’s Matrix Multiplikation

e Bruger 18 matrix additioner (tid O(n?)) og
/ rekursive matrix multiplikationer

T(n) <7-T(n/2) + ¢c-n? for n>2

T(n)<c for n=1

* T(n)=0(n*>*") hvor 2.81=log, 7



Multiplikation af lange heltal

| og J hver heltal med n bits

Naive implementation kraever O(n?) bit
operationer

Lad |1=1,2">+], og J=J,2"?+],

-0 = 1,3y 20 (g 1) G- Ip)+ 1 -Jy + - Jp)- 22 +1 -,
T(n) <3-T(n/2) +c¢cn forn>2
T(n)<c forn=1

T(n) = O(nlo&3)
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